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本研 究 で は,ユ ー ク リ ッ ド空 間 内の 直交群 の直 積群0(m)×0(n)一不変超 曲面 の研 究 を,擬
リー マ ン多様体 多様体 に拡張 して研 究 を行 った.本 研 究 の礎 はHsiang及びLawson[5]が確 立 し
た,lowcohomogeneityisometrygroupの分類 後 に行われた多 くの研究 にある.中 で もBombieri
らが行 った0(m)×O(n)一不変 完備極 小超 曲面 の存在 の証 明[3]やAlencarらが2004年に行 っ
た0(m)×0(n)一不変 完備 極 小 超 曲面 でか つ 安定 な もの の研 究 や そ の方 法[1]は,極 小 以 外 の
0(m)×0(n)一不変超 曲面 を研 究す る際に も多 くの影響 を与 えて きた.ま た この30年 ほ どで 二重
調和写像 の研 究がEellsらの手 に よって行 われ,そ れ と独 立 して二重調和部 分多様 体 に関 する研 究
が盛 ん とな った.二 重調 和部分 多様体 の研究 の原 動力 とな ってい るのが,B.Y.Chenが提唱 した
ユー ク リッ ド空 間内の二重調和部分多様体 は極 小部分多様体 である とい う予想で ある.こ の予想 に
は現在多 くの研 究者 が取 り組 んで お り,肯 定的な解決が見込 まれ るが最 終的な結論 には至 っていな
い.近 年,こ の予想 を擬 リーマ ン多様体 に拡 張す ることが盛 んにな って お り,あ る空間形 内では2
種 類以下 の異 な る主曲率 を持 つ部分多様体 で この予想 の反例 とな るもの が登場 して きたが,4次 元
擬 ユー ク リッ ド空間内において,主 曲率が2種 類以下で極小 でない二重調和超 曲面 は存在 しない こ
とが知 られ ている.
二重調和写像 とな る必要十分条件 は,bitension場が0と なる ことであ る.近 年 では,bitension
場 を部 分多様体 の接 方向 と法 方向 に分解 した ときそ の接 方 向が0と な る条件 をbiconservative部
分多 様体 と呼称 し,二 重 調和 部 分多様 体 と調 和 部 分多様 体 の本 質 的 な違 い を見 出す足 掛 か りに
すべ く研 究 が行 われ て い る.ま た本 論文 で は,極 小 でな いbiconservative部分 多様体 をproper
biconservative部分多様体 と呼称 す る.biconservative超曲面 と0(m)×0@)一不変超 曲面 の関係
と して,Turgay[9]は(m+n)次元 ユ ー ク リッ ド空間 内の異 な る3種 類 の主 曲率 を もつ完備 な
biconservative超曲面 は,0(m)×O(n)一不変超 曲面 また は一般 化 され たシ リンダーに限 る ことを
証明 した.本 研 究で は,擬 ユ ー ク リッ ド空 間内 の異 な る3種 類 の主 曲率 を持 つ超 曲面 で,調 和 写
像 で はな いが二重調 和写像 で ある写像 は存在 す るか とい う問い を研 究す るこ とを動機 と し,ユ ー
ク リッ ド空間 と擬 ユー ク リッ ド空 間 の違 い を明 らか にす る こ とを目的 として い る.具 体 的 には,
擬 ユ ー ク リッ ド空間 内のSO(p,m-p)×SO(q,n-q)一不変極 小超 曲面 の分類 とbiconservative
超 曲面 の部分 的 な分類 を行 った.ユ ー ク リッ ド空間 の場合 とは異 な り,擬 ユー ク リッ ド空間 内の
SO(p,m-p)×SO(q,n-q)一不変極小超 曲面 は埋め込 みにな るが完備 にはな らな いこ と,極 小で
はないがbiconservativeな超 曲面 とな る解が存在す る ことを証 明す る.本 研究 の将来性 として,第
一 にbiconservative超曲面 の中で極 小で はない が二重調和 写像 にな る解 が存在 す るか否 か とい う
取 り組 みがあ げ られ る.次 に,Chen予想の研究 では完備性 についての議論 も重 要 とな るこ とか ら
biconservative超曲面の解が完備 な超 曲面 を生成す るか とい う疑 問 に取 り組 む所存 である.
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1.2主 結 果
Q置f1は擬 ユー ク リッ ド空間R郷 の二次超 曲面,7(s)=@(s),y(s))は第一象 限を通 る正則 関数
で(〆)2-(yノ)2=1をみたす と し,
!:1×Q置f1×Q雛 圭→R罫 ×Rび,(s,u,v)吟@(8)u,y(8)v)
が はめ込 みである とす る.




定理4.1.3!で与 えられ るSO(p,m-p)×SO(q,n-q)一不変極小超 曲面 は,は め込 みであ る限 り
擬 計量 が退化す る ことはない.(一般 に擬 リーマ ン多様体 において,写 像 がはめ込 みにな っていて
も擬計量 が退化 する ことが ある.)
定理6.4.4!について常微 分方程式H=0の 解 は必 ずグ ラフになるが大域解 は存在 しない.従 っ
て対応す る非退化 なSO(p,m-p)×SO(q,n-q)一不変極小超 曲面は必ず埋め込み になるが完備 な
もの は存在 しない.
定理6.4.5!で与 えられ るSO(p,m-p)×SO(q,n-q)一不変極小超 曲面 は埋め込み にな り,そ の
特異点集合 は以下 のいずれかの タイプになる.
Type1!において(賜二1が1点 に退化 し極小部分多様体上の特異点集合 としてQ饗f1が現れる部
分 が1箇 所存在 す る.
Type2!において(賜■ が1点 に退化 し極小部分多様体上の特異点集合 としてQ貿f1が現れ る




Type4!においてQ置f1×Qaこ、が1点 に退化し極小部分多様体上の特異点集合 として1点 のみ
になる部分が1箇 所存在 し,かつ,Qa詰 が1点 に退化 し極小部分多様体上の特異点集合と
してQ羅f1が現れる部分が1箇 所存在する.









定理8.1.6!においてR7×R写 内のSO(p,m-p)×SO(q,n-q)一不変 な二重調和 かつCMC超
曲面 は極小超 曲面 にな る.










































































































2.1線 型 代 数
定義2.1.1.VをR上 のm次 元 ベク トル空間 とす る.こ の とき,V上 で定義 され た対称双線 型形
式 κが
● ω ∈Vを 任意 に とる.0で な い任意 のv∈Vに 対 しk(v,w)=0ならばw=0で あ る.
を満 たす とき,κ は非退化 であ るとい う.
定義2.1.2.VをR上 のm次 元 ベ ク トル 空間 と し,k:V×V→Rを 非退化 な対 称双線型 形式
とす る.こ の とき,関 数
h:v→R,vト>k(v,v)
を,κ によって定 まる対称 一次形式,ま たは単 に対称 一次形式 とい う.
命題2.1.3.VをR上 のm次 元 ベク トル空間,kは 非退 化な対称双線型形 式 とし,h:V→Rを
κに よって定 まる対称 一次 形式 とす る.こ の とき
(1)Vのあ る基底{Vl,_,Vm}が存在 し,hは
ん(α・"・+…+αn"m)一 一α?+… 一 α碁+α舞+、+…+嶋
の形 になる.
(2)(シルベス ターの慣性 法則)(1)において,負 の項 の個数pは 基底 の取 り方 によ らず んのみ に
よって決 まる.
定義2.1.4.命題2.1.3のpをh及 びkの 符号 とい う.
2.2多 様 体
定 義2.2.1(ベ ク トル 束).E,Mを 多様 体 とす る.(70Q級写 像 π:E→Mに 対 し,組(M,E,π)
が 階 数 γの ベ ク トル 束 で あ る とは,
(1)各x∈Mに 対 し,π 一1(cu)=E、cと定 義 す る と き,E、cはr次 元 ベ ク トル 空 間 で あ る.
(2)Mの 開被 覆{σ α}α∈A及 び微 分 同相 写像 φα:π一1(σα)→ σα×R「 が 存 在 し,次 を満 た す.





(2-2)p2:Uα×R「 →R「 を射 影 とす る と き,各x∈ σα に 対 し写 像p20φ αIE。,:瑞→R「 は ベ
ク トル 空 間 と して 線 型 同型 写 像 で あ る.
微 分 同相 写 像 φα:π 一1(σα)→ σα ×R「 を 局 所 自 明 化 とい う.ま た σα∩ σβ が 空 で な い と き,
写 像9αβ:σα∩σβ→GL(r,R)を
9αβ@)一(P、 ・φαIE。,)・(P、・ilβ1E。)-1
と定 義 し,こ れ を ベ ク トル 束(M,E,,π)の 変 換 関数 とい う.逆 にMの 開被 覆{σ α}α∈A及 び 写像
属{gαβ:σα∩ σβ →GL(r,R)1α,β ∈A}が コサ イ ク ル 条 件 を満 た す と き,M上 に ベ ク トル 東
を構 成 で き る.
例2.2.2.各x∈Mに お け る 接 ベ ク トル 全 体 の な す 集 合 の 和 をTM=Ux∈MT㌃Mと 定 義 す る.
射 影 を
π:TM→M,v∈TmMに 対 しπ(v)=c
と定 義 す る と(-M,TM,π)はベ ク トル 東 に な る.
定 義2.2.3.(M,TM,π)をMの 接 ベ ク トル束 あ るい は単 に接 ベ ク トル束 とい う.
命 題2.2.4(引 き戻 し束).Nを 多様 体,(.M,E,π)をベ ク トル 束 と し,!:N→MをCOO級 写像
とす る.こ の と き,集 合
!*E-{@,")∈N×Elf(x)一 π@)}
に対 し,射 影 を πf*E:!*E→N,(x,v)ex,Nの 開 被 覆 を{V.=!-1(σ α)}α∈A,変 換 関 数 を
9島E-9α β・flv.nV,
で定義す るこ とに よ り(N,!*E,π!*E)はベ ク トル束 になる.
定義2.2.5.組(N,!*E,πf*E)を引 き戻 し束 とい う.
注意2.2.6.一般 にベ ク トル束(.M,El,π1),(.M,E2,π2)が与 え られてい るとき,テ ンソル代 数の
知識 を用 い る ことに よ りElの 双対 ベ ク トル束Ef,直 和ElOE2,直 積El⑭E2,ウ ェッジ積
El〈E2が構 成で き,M上 のベ ク トル束 として定 まる.
定義2.2.7.ベク トル束(M,E,π)に対 し,00c級写像 σ:.M→Eが π○σ=idMを 満 たす とき,
σ を切 断 といい,切 断全体 の集合 をr(E)で表す.
定義2.2.8.(.M,E,π)をベ ク トル束 とす る.線 型写像 ▽:r(E)→r(T*M⑭E)が ベク トル東E
の接続で ある とは,任 意の σ ∈r(E)及び!∈CO。(M)に 対 し,ラ イ プニ ッツ則
▽げσ)=!▽σ+ガ ⑭ σ(た だ し ガ は!の 全微 分)
を満たす こ とことであ る.ま た,X∈r(TM)に 対 し(▽σ)(X)を(▽xσ)で表 し,Xに よる σの
共変微分 とい う.特 にE=TMの とき,▽ をM上 の接続 とい う.
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命題2.2.9.Mを多様 体 とし,▽ をM上 の接続 とす る.こ の とき,写 像
R:r(TM)×r(TM)×r(TM)→r(TM),(X,}～Z)トー〉▽x▽γZ-▽y▽xZ-▽[x ,γ]Z
は(1,3)型のテ ンソル場 になる.
定義2.2.10.Rを接続 ▽ の曲率 テ ンソル場 とい う.
定義2.2.11.(M,E,π)をベ ク トル束 とす る.各x∈Mに 対 し 瑞 上 の双線型形 式 砺 を対応 さ
せ る対応 κが,
● 任意 のX,Y∈r(TM)に 対 し,写 像
k(x,y):M→R,M→ 砺(Xxラ}の
がCO。級 関数 にな る,
を満 たす とき,kをE上 の双線型形 式 とい う.ま た各x∈Mに 対 し 砺 がベ ク トル空間 の双線 型
形式 の意 味で対称双線 型形式 であ る とき,kは 対 称双線型 形式で ある とい う.更 に,各x∈Mに
対 し 砺 がベ ク トル空 間の双線型 形式の意味で非退化 であ るとき,κ は非退化で ある とい う.
2.3擬 リー マ ン 多 様 体
以下,多 様体Mの 次元 はmで ある とする.
定義2.3.1.Mを多様体 としTMを その接束 とす る.TM上 の非退化対称双線 型形式gをMの
擬 計量で ある といい,組(M,g)を 擬iリー マ ン多様体 とい う.
定義2.3.2.(M,g)を擬 リー マ ン多様体 とす る.0で ない接 ベ ク トルXが
●g(X,X)>0が 成立す る とき,接 ベ ク トルXは 空間的であ る とい う,
●g(X,X)=0が 成立す る とき,接 ベ ク トルXは 光 的であ るとい う,
●g(X,X)<0が 成立す る とき,接 ベ ク トルXは 時間的であ る とい う.
命題2.3.3.(M,g)を擬 リーマ ン多様体 とす る.こ の とき各x∈Mに 対 し,シ ルベス ターの慣性
法則 よ り計量gに は符号p(0≦p≦m)が 定 まる.こ の符 号pはx∈Mの 取 り方 によ らない こ
とが分か る.
定義2.3.4.このpを(M,g)の 符号 とい う.
特 にp=0の とき,(.M,g)はリーマ ン多様体 で ある.従 って擬iリー マ ン多様 体 は リー マ ン多様
体 の一般化 である.以 下,擬 リー マ ン多様体(M,g)の符号 はp(0≦p≦m)と す る.






この3条 件 を満 た す基 底 を,T㌃Mの 正 規 直 交基 底 とい う.




を入 れ た擬 リー マ ン多 様体 を,符 号pのm次 元擬 ユ ー ク リッ ド空 間 とい いR郷 で 表 す.特 に




リー マン多様体 の場合SO(m)は コ ンパ ク トであるが,符 号 が1≦p≦m-1の 擬 リーマ ン多様
体 の場合SO(p,m-p)はコンパ ク トではない.ま た連結成分 を2個 持 つ ことが知 られて いる.
定義2.3.8.R郷に対 し,集 合Q郷71を
Q㌫1-{x∈Rmg(綱 一r}(r∈R)
と定義 し,二 次超 曲面 と呼ぶ.
定義2.3.9.(M,g)を擬 リー マ ン多様体 とす る.こ の とき,多 様体Mに 擬計量
h=-9
を入 れ た空 間(M,ん)を,(M,g)のanti-isometricな空 間 とい う.
命 題2.3.10(レ ビ ・チ ビ タ接 続).(、M,g)を 擬 リー マ ン多 様 体 とす る.こ の と きM上 の接 続 ▽
で,任 意 の ベ ク トル場X,Y,Zに 対 して2条 件
(1)X(9(y,Z))=9(▽x}～Z)+9(}～▽xZ)
(2)▽xY-▽yZ-[X,Y]=0
を満 た す も の が 唯 一存 在 す る.こ の ▽ を擬 リー マ ン多様 体(M,g)の レ ビ ・チ ビ タ接 続 とい う.
命 題2.3.10の条 件(1)を 接 続 が 計 量 を 保 つ とい い,(2)を 振 率 が0で あ る,ま た はtorsion-free
で あ る とい う.
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定義2.3.11.(、M,g)を擬 リーマ ン多様体 とし,!を 、M上のCO。級 関数 とす る.こ の とき,M上
のベ ク トル場Xに 対 し
g(grad!,X)=df(X)(ただ しdfは!の 全微分)
を満 たす ベク トル場grad!を!の 勾配ベ ク トル場 とい う.
定義2.3.12.(.M,g)を擬iリー マ ン多様体 とし,▽ をレビ ・チ ビタ接続,Xを 一M上のベ ク トル場
とす る.こ の ときM上 の任意 のベク トル場Xl,X2に 対 し
divX-t・((X・,X・)eg(▽x,X,X・))
をXの 発散 とい う.
定義2.3.13.(.M,g)を擬iリー マ ン多様体 とし,▽ を レビ ・チ ビタ接続,!をM上 のCOO級 関数
とす る.
(1)△!=div(grad!)と定義 し,!の ラプラシアンとい う.
(2)!が△!=0を 満 たす とき,!は 調和 関数であ るとい う.







△!一 ΣEl(・・(・f)一(▽。、・・)!)(た だ し・1-9(・1,・・)-1ま た は 一1)
i=1
と記述で きる.
2.4部 分 多 様 体
以下,多 様体Sの 次元 をn(n≦m)と す る.
定義2.4.1.(1)あ るCOO級 写像!:S→-Mが 存 在 して,各x∈Sに 対 し,そ の微 分写像
!。:乃θ →Tf(x)、Mの階数 がSの 次元 と等 しくな る とき,SはMの はめ込 み部分多様体
または単 に部 分多様体で ある といい,!は はめ込み である とい う.
(2)!:S→、Mがはめ込みで ある とする.!が 単射で ある とき,SはMの 埋め込 み部 分多様体
で ある といい,!は 埋 め込 みである とい う.




と定義す る ことに よ り,TS上 の対称 双線型形 式gが 定 まる.gが 非退化 とな るとき,gをS上 の
!に よる引 き戻 し計量,ま た は単 に引 き戻 し計量 また は誘導計 量 といい,!*gで表す.
命題2.4.3.Q饗71(r≠0)は包含写像
L:Q郷1→R郷
によって非退 化な誘導 計量L*gが入 り,(Q㌫1,L*g)はm-1次 元擬 リーマ ン多様体 に なる.ま
たr>0の とき(Q㌫1,L*9)の符号 はp,r<0の とき(Q羅71,L*g)の符 号はp-1に なる.ま た
r=0の ときは原点 で特 異点 を持つ錐 にな り,か つ擬 計量が退化 し擬計量 にな らない.
定義2.4.4.(M,g)を擬 リーマ ン多様体 とし,SをMの 部分多様体,!:S→Mを はめ込 み とし
!*gを誘導計量 とす る.こ の とき,各x∈Sに 対 し
N.S={X∈Tf(x)Ml任意のy∈ 乃 θ に対 し,g(X,!。y)=0}
と定義 し,1隔θ をSの 点xに おけ る法ベ ク トル空 間 とい う.
命題2.4.5.NS=uxEslVxSはベ ク トル束 になる.こ れ をSの 法束 とい う.
法ベ ク トル空 間の定義 と!*gの非退化性 よ り,引 き戻 しの接束 とSの 接束の間 に直和 関係
!*TM=TSOIvs
が成立す る.
2.5極 小 部 分 多 様 体
以降で は,特 に断 らない限 り擬 リーマ ン多様 体(M,g)のレビ ・チ ビタ接続 を ▽ で表す.
命題2.5.1.(M,g)を擬 リーマ ン多様体 とし,SをMの 部 分多様体 とする.こ の とき,S上 のベ
ク トル場X,Yに 対 して
▽xY=DxY十h(XラY)(DxY∈r(TS)ラh(X,Y)∈r(NS))
と分解す る と,Dは(S,!*g)のレビ ・チ ビタ接続 に一致 し,hは 法ベ ク トル束 に値 をもつ対称 双線
型形式 になる.
定義2.5.2.定理2.5.1で定義 され るhを,Sの 第 二基本形式 とい う.
命題2.5.3.(M,g)を擬iリー マ ン多様体 とし,SをMの 部分多様 体,XをSの ベ ク トル場,Nを
Sの 法ベ ク トル場 とす る.Nの,X方 向に関す る接続 ▽xNを
▽xN-一!。(ANX)+▽f .xN(-ANX∈r(TS),▽kN∈r(NS))
と直和分解す る と,.4Nは各x∈Sに 対 し
(AN)、e:T売s→T売s
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を定め,そ れは線 型写像 になる.一 ・方 ▽⊥ は法束 の共 変微分 にな り,任 意の ξ,η∈r(NS)及び任
意のX∈r(TS)に 対 し,
(!。X)9(ξ,η)=9(▽六xξ,η)+9(ξ,▽f.xη)
が成立す る.更 にANと 第 二基 本形式 との関係 として,S上 のベ ク トル場X,Yに 対 し
9(!.(ANX),!*y)=9(ん(X,y),N)
が成立す る.
定義2.5.4.命題2.5.3におけるANをSの 型作用素 といい,▽ ⊥ をSに おける法接続 とい う.
定義2.5.5.(M,g)を擬 リー マ ン多様体,SをMの 部分多様体 とす る.第 二基本形 式hの 跡 をS
の次元 で割 ったもの をSの 平均 曲率ベ ク トル場 といい,方 で表す.ま た,方=0を 満たす とき,
SはMの 極小部 分多様体 で ある とい う.
(S,!*g)の各x∈Sの 近傍 にお いて,誘 導計 量!*gに よ り正規 直 交な局 所 的な ベ ク トル場 を
{,、,_,研 で表す と,平 均 曲率 ベ ク トル場 方 は
方一礁 輪 の(た だし晒 岡 一・または一・)
と記述で きる.
定義2.5.6.(M,g)を擬 リーマ ン多様体,SをMの 超 曲面 とす る.平 均 曲率 ベク トル場がSの 単
位 法ベ ク トル場 の定数倍 に一致す る とき,CMC超 曲面 とい う.
2.6弧 長 パ ラ メ ー タ
定 義2.6.1.(M,g)を擬 リー マ ン多様 体 と し,1をR内 の 開 区間,7:1→M,tety(t)を000な
曲 線 と仮 定 す る.
(1)各t∈1に 対 し,ゲ(t)≠0が 成 立 す る と き,7は 正 則 で あ る とい う.
(2)各t∈1に 対 し,g(7ノ(t),7'(t))≠0が成 立 す る と き,7はnon-nullで あ る とい う.
また7がnon-nullな らば7は 正 則 で あ る.
命 題2.6.2.7:1→M,tト>7(t)が 定 義2.6.1(2)の条 件 を 満 た す と き,あ る微 分 同 相 写 像
8:tes(t)が存 在 し,パ ラメ ー タ をsで 取 り換 え た 曲線 を7(s)に よ って 表 す と,任 意 のs∈8(1)
に対 し
9(d薦7(8),誌穐))-1ま たは 一1
が成立す る.こ の新 しいパ ラメー タ8を,弧 長パ ラメー タとい う.
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命 題2.6.3(Fr6netequation).(Σ,g)を2次元 擬 リー マ ン多 様 体 と し,7:1→ Σ を弧 長 パ ラメ ー
タ に よ って パ ラ メ ー タ付 け され たnon-nullな曲 線 とす る.こ の と き,ゲ に対 す る単 位 法 ベ ク トル





3SO(P,m-P)×SO(q,n-q)一 不 変 超 曲 面 の 平 均 曲 率 の 導 出
(m≧2,η 、≧2,0≦.Z)≦m,0≦(1≦n)
符号Pのm次 元擬 ユー ク リッ ド空間 を 町 一(Rm,9お一)=一 Σ 覆_1鰐+Σ 窪P+1鰐)と 定
義 し,町 とR:の 直積空間 を 町 ×町 一(Rm+n,9-9卿+gハ と定義す る.写 衡 を
!・1×Q砺1×Q凋 →R罫 ×Rび,(ち姻 吟@(t)L・(U),y(t)・2@))
(ただ し1は 開 区間で,Ll:Q貿丹1→R郷62:Q罫 湯 →R写 はそれぞれ包含写像,CU(t),y(t)はCOO
級正値関数,恢 の=@(t),Z,t(t))は正則 曲線,rl=1ま たは 一1,かつr2=1ま たは 一1)と定 義す
る.こ の写像 によってはめ込 まれ る多様 体 が極小超 曲面 になるため にcu(t),y(t)が満たすべ き微 分
方程式 を導出す る.擬iユーク リッ ド空 間R郷 ×R写 はR盈_p×R鴛_qにanti-isometricである こ
と,そ して極 小,二 重調和長 曲面お よびbiconservativeとい う性 質はanti-isometricな変換 に よっ
て保存 され るため以 下のいずれか の場合 のみ を考 えれ ば良 い.
Ca・e1!・1×Q揚f1×Q: ,i'→R郷 ×R3,(ち 姻 →@(t)L・(u),〃(t)・2(v))
Ca・e2!・1×艦f1×Q腸 →R郷 ×R3,(t,・L,v)→@(t)L・(u),〃(t)・2(v))
従 って,T=1ま たは 一1と し
!・1×畷f1×q:,F'→R郷 ×R3,(ち姻 ト〉@(t)L・(U),y(t)L2(V))
と して この写像 によって はめ込 まれ る多様体 が極 小超 曲面 にな るため に ∬㈲,〃㈲ が満たすべ き微
分方程式 を導 出する.
3.1平均曲率関数の計算





が成立するようなものをとる・肩 のとき 伽 跳 一・㌘と略記する・従 って 伽 砺 一 δ冠





弼　 )一瞭 臆 )糧疑醗 鷺 一__一 、)
ゑ
が成立す るよ うなもの をとる・弼(F・,F」)一(・峯9砺 一 δ瀦 も同様 で ある・上記基底 の とき・
Xi=L・。(E∂,Y」=L2。(4)
と表 す.各x∈Rm+nに 対 し,乃Rm+nをRm+nと 同 一 視 し,正 規 直 交 ベ ク トル 場 を
{∂ ∂ ∂ ∂∂Xl,...,∂Xm,∂Yl,'",∂Yn}
と定 義 す る.
ネ甫題3.1.1.
み(∂オ)一(姻 翻),照)一(瓢 ・)粥)一(聯 罵)
た だ しL・(U)1・2(V)はL・(U)一・{(U)∂裟、,L2(V)一・狗 ∂¢,と 同 一 視 をす る ・Lliは・
Ll:(暇f1→R7,Uト>Ll(U)=(Ll(U),…,乙牧U))
に よ って 表 され る ん番 目 の成 分 関数 で あ る.同 様 に 魂 は,
L2・q下1→R写,ve・2(V)一(Lli(V),…,・1]'(V))





ほか も 同様 に して計 算 で き る.




畷 ・ (u)一急&,▽ 鰐 ・2(v)一が
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口






とな る.も う一 方も同様 に計算で きるので省 略す る. 口














とな る.他 の成 分に関 して も同様 の計算 で得 られ る. 口
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とな る.従 って,!*gが非退化 になるための必要十分条件 は(め2+T(Z/ノ)2≠0である.以 下!*g
が非退 化で ある範 囲のみで議 論 を行 う.xy一平面 に擬 計量dx2+r吻2を 入れ る と,上 記 仮定 よ り
・γ(t)=(x(t),y(t))がnon-nullcurveになる こ とか ら弧長パ ラメー タに置 き換 え られ る.そ れ を
8で表 す.弧 長パ ラメータ によってパ ラメー タ付 け され た曲線 を7(s)によ り表示す る.弧 長 パ ラ
メー タの仮定か ら@ノ)2+r(yノ)2=士1=cが常 に成 立する.そ して誘導計量 はcds2+乙徊炉+乙豹〃
であ る.ま た1×Q貿f1×(瞭71の 局所 的なベク トル場
{∂1111∂,,房E・・…,房Em-・,すF・,…,すFn-・}


































と表す こ とがで きる.
3.2平均曲率関数の導出
計 量 空 間(P=(0,㏄)2,〈,〉=dc2+γ 吻2)内 の 曲線 を7=@(8),y(s))と定 義 す る.こ の 計 量
にお いて,曲 線7は@ノ)2+r(Z/ノ)2=1の とき空 間 的,@ノ)2+r(yノ)2=-1の と き時 間 的 とな る.
u:=←ry',xノ)と定 義 す る と,uは7に 直 交 す る.〈u,の=rEで あ る.〈y,u>〈tyノ,7ノ〉=r(～)=r
な の でFr6netequationより
{隷
を得 る.こ こに κは曲率 関数 であ る.ま た曲率 関数 κは
〈γκμ,の=γ κ〈μ,の
一 γκ〈(一γ払 の,(一 γ〃',∬')〉
一 κ((y')2+ゆノ)2)






=γ(一 釦"ヅ 十 シ"ζガ)
よ り
6κ=r(-X"Z/t十 シ"ut)
N=(ノ'一「yu,xv)と 定 義 す る.こ の と き
9(N,N)-9((一 剛u,cc'v),(一剛u,cc'v))一(Zl')2+T(め2-TE
9(N,f・(島))-9((一剛 融),(〆 ゆ))一 ・
9(N,f・(IE・))-9((一・ガゆ),(x・,・))一・
9(N・f*(語))-9((一・ゴゆ),(・,yj))一・








▽翼 融N-一 考(x…)一 一藁(急E,),
▽鍔 齢N一 多(・,Y」)一蕩み(語)・
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Case2の空間的な場合の平曲率関数 と時間的な場合な平均曲率関数は,R劉 ×R写 とR3×R劉 と
が等長変換により互いに移 り替わるので空間的な場合の平均曲率関数のみを解析する.つ まり,本
研究ではE=1と なる場合のみを解析する.以 上より,2種類の平均曲率関数 を用いて極小超曲面
である為の条件を導出する.
定 理3.2.3.γ=1ま た は 一1と し,!:1×Q饗f1×(瞭71→Rm+n;(s7u,㊨)e
(x(s)Ll(u),y(s)L2(v))をはめ込み とし,sは 恢5)の弧長パ ラメー タで あ り@ノ)2+r(y')2=1をみ
たす と仮定す る.こ の とき,は め込 まれた部分多様体が非退化 な誘導計 量 を持つ極小超 曲面 であ る




r=1の とき,こ の平 均曲率 は通 常のユ ーク リッ ド空 間内の0(m)×0(n)不変極 小超 曲面 が満
たすべ き平均 曲率 関数 と一・致 して お り,本 論 文がH.Alencar,A.Barros,0.Palmas,G.J.Reyes
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及 びW.Santosが行 った研 究[1]を含 んで い る こ とが分 か る.Alencar達はT=1の ときの解
析 を行 った.従 って本 論文 ではr=-1の 微 分方程 式 を対象 と して研究 す る.ま たAlencar達は
Bombieri変換 とい う特 殊 な手法 を用 い る ことに よって解 の解析 を行 った.本 論 文で はOkayasu
[7]が利用 した等価 な微 分方程式へ の変形 を用いて この微分方程 式の解 析 を行 う.
命題3.2.4.定理3.2.3の微分方程 式は,次 の微分方程式 と等価 にな る.
睾 一あ((n-・)x+(m-1)謝(1一伽 り ・





が 成 立 す る.よ っ て 両 辺 を 〆 ≠0で 割 り,
〃 ガ 〃 吻 〃x=i
・y=d詔







































4SO(P,m-P)×SO(q,n-q)一 不 変 超 曲 面 の 平 均 曲 率 の 解 析
(m≧2,n≧2,0≦.Z)≦m,0≦q≦ η、)
4.1常 微 分 方 程 式 の 解 析
(u,y)∈(0,㏄)×(0,㏄)とし,常 微 分方程 式
1諺 毒((n-1)・+(一・)囎(1一劇(5)
を対 象 に して研究 を行 う・以下,欄 値 を@・ 幽)継 ・))一(∬・,〃・,"・)一"とし・欄 値
に 関 す る解 を(Pv(x)=q(x),その解 の右 に極 大 な 定 義 域 を[Xo,Xv)で表 す.初 期 値 を選 択 す る
吻際
,(〆)2-(y')2=1の 仮 定 か ら,-1<(Uo)〈1を 満 た す よ う初 期値 を とる.つ ま り,Voは伽
一1<Vo〈1を 満 た す よ う と る.
命 題4.1.1.
シ=∬+α 及 び ッ=一 ∬+α(た だ し α は任 意 の 実 数)
は微 分 方 程 式(5)の 解 に な る.
従 って 次 が成 立 す る.
命 題4.1.2.任 意 の 初 期 値v=(Xo,yo,Vo)に対 し,-1<Vo<1な らば任 意 のx∈(Xo,Xv)に 対
し 一1<器@)<1が 成立す る.
定理4.1.3.SO(p,m-p)×SO(q,n-q)一不変極小超 曲面 は,は め込 みで ある限 り擬計量 が退 化
す るこ とはな い.(一般 に擬 リー マ ン多様体 におい て,写 像 が はめ込み にな って いても擬計量 が退
化す るこ とがある.)
注意4.1.4.初期値v=(Xo,yo,Vo)(-1<Vo〈1)とす る.こ の とき,常 微分方程 式(5)の解 が
存在す る範 囲において,対 応 す るSO(p,m-p)×SO(q,n-q)一不変超 曲面 に誘導 され る計量 は非
退化で ある.従 って解 曲線 に対 してSO(p,m-p)×SO(q,n-q)一不変極小超 曲面 が対 応す る.
4.2微 分 方 程 式 の 解 の 延 長 に 関 して
この節 では微 分方程 式の解の延長 について議 論 を行 う.今 節 では次 の事 を証明す る.
命題4.2.1.微分方程 式(5)はx>0,y>0で ある限 り延 長可能で ある.
Proof.証明 は以下のStepに分 けるこ とがで きる.証 明 に際 し,初 期値 全体 の集合 を
1-{(x,y・,Y2)1(x,y・,Y2)∈(0,・・ × ・)×(一・・,㏄)}
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によ り定義 し,初 期値V=@0,yo,VO)をとる.
SteplI内の長方形領域Aお よびAを 含む長方形領域Bの 構 成
St・P2F(一 ・)一儲@-1)x+(m-1)y・y2)(1-Y22)の はBに おいてLip・chitz連続
Step3初期値問題(5)の解が一意的に存在する範囲を確認
Step4初期値問題(5)の解はAの 境界まで延長可能
4.2.1Step1(有界 凸 閉領 域 の 構 成)
4つ の 正 数 α1,α2,bl,b2を
α1〈XO<α2,bl<yo〈b2
を満 た す よ う任 意 に と り,有 界 凸 閉領 域AをA=[α1,α2]×[bl,b2]×[-2,2]と定 義 す る.次 に任
意 の 正 数C1,C2,dl,d2を
C1<α1<α2<C2,dl〈bl〈b2<d2




と定 義 す る.FはBに お い て(フ1級 な の で,max{11F(x,Yl,Y2)lll(x,Yl,Y2)∈B}<○○ で あ り,
従 ってFはBに お い てLipschitz連続 で あ る.
4.2.3Step3(Aの境 界 ま で 解 が 延 長 可 能 な こ と)
一 般 に初 期 値V





と定 義 す る.DV・ は 円柱 型 の 有 界 凸 閉 領 域 で あ り,こ の 領 域 に お い てFは 有 界 か つLipschitz連
続 で あ る.-L=max{11F(cu,Yl,Y2)ll@,Yl,Y2)∈B}と定 義 す る と,初 期 値vpに 対 す る微 分 方程





と定 義 す る.従 って,δ を,δ=min{δ1,勢}と 定 義 す る と,[xp一 δ,xp+δ]にお い て 微 分 方程 式
(5)解が 一・意 に存 在 す る.ま た,min{1Vp-21,1Vp+11}>1より,
δ2≧min{1b,-d,1,b2-d2,1}
が成立す る.従 って初期値 をAか らとる限 りA,B,11FI1の値 のみに依存 し,初 期値 の と り方に依
らな い定数 に よって解 を延長す るこ とがで きる.
4.2.4Step4(解が 延長 で き る事 の 主 張)
初 期 値 をvに して微 分 方 程 式(5)を 解 く と,v∈.4よ り,Step3か ら[Xo一 δ,Xo+δ]にお い て
解が一意的 に存在 する.こ こでx6=Xo+δ に対 し,命 題4.1.2より一1<窪@6)〈1が 成 立 し,
dψ
(x6)∈[-2,2]dx
も成立す る.(x6,q(妬),器@6))がAに属 してい ると仮定す る と,Step3によ り解 が[Xo一δ,Xo+
2δ]まで延長 す ることが 出来 る.
これ を繰 り返 し使 うと,且 は有界閉領域 である ことか ら次 を得 る.
あるP∈Nが 存在 して,(・・+P6,9(X・+Pδ),伽+Pδ))はAの 外部 に属 す・
同様 に次 を得 る.
欄 ∈Nが 存在 して・(X・一伽 ∬・-Qδ),2/(X・-Qδ))はAの外部に属す・
最後 に,α1,α2,bl,b2の取 り方は任意 だ った ので,x>0か つp(u)>0で あ る限 り延 長可能 であ
ることがわ かる.口
次 に右 に極大 な定 義域 は有限の大 きさを持 つ ことを次 に証 明する.
4.3右 端 点 の様 子(そ の1)
4.3.10<Vo〈1の と き
以 下 で は,特 に 断 らな い 限 り初 期 値 の うち,Voは 正 で あ る とす る.
補 題4.3.1.xv=○ ○ と仮 定 す る.こ の と き,あ る[x1∈[Uo,○○)が 唯 一存 在 し,器@1)=0が 成
立す る.更 に@1,00)において ψ は狭義単調減 少関数で ある.
ProOf.存在 証 明 か ら行 う.α を,α=sup{xp∈[Xo,Xv)1任意 のx∈[Xo,Xp)に対 し,窪(x)は 常
に正}と 定 義 す る.Vo>0な の で こ の 集 合 は空 で はな い.α が 有 限 で あ る こ とを示 す.微 分 方程
式の形か ら,任 意Ox∈[x。,α)に対 し 傷藷 ω 〈oが 成 立 し瑠@)は 単調減少 関数 である.従 っ
て任 意 のc∈@o,α)に 対 し,0≦ 窪@)<Voが 成立 す る.一 方,任 意 のx∈[[Vo,○○)に対 し,
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が成立す る.両 辺 を一回積分 して,任 意 のx∈@o,α)に 対 し,
1/(x)≦一(n-・)(・-v・2)1・9(x一鵬+"o)+5/(x・)(6)
が成立す る.不 等 式(6)の左辺 は,任 意 のx∈(Xo,○)に対 し,1窪 く1が 成立 しな くてはな らな
いの で,α<㏄ が成 立す る.従 って α=min{x∈(Xo,Xv)1器@)=0}が成立 す る.以 上 よ り
α=銑 と定義 すれば良い.次 に一意性 を証 明す る.常 微分方程 式の形か ら
dq
任 意 の ∬ ∈[蜘,㏄)に 対 し,(cu)=0⇔y=q(x)はcで 極 大値 を持 つ.(7)
dx




が分か り,解y=g(x)は[x1で極大値 を とる.再 び(7)から,(u1,Xv)において狭義単調減 少関数
であ る事 が分 かる.従 って極大値 と最大値 が一致 し,角物=ψ@)は 銑 でのみ最大値 を とる.□
命題4.3.2.初期 値(Xo,yo,Vo)を持 つ 常微 分 方程 式(6)の解 はその極 大 な定 義域 は右 に有 限で
あ る.
吻(
x)<1を 満 たすので,解 が爆発す る ことは無 い.従 ってXv<㏄ を証明す るだ解 は常 に 伽
けで十分 である.
Proof.背理 法で示す.Uv=+㏄ とす る.命 題4.3.1よりg(x)はあるXl∈[Xo,○○)で最 大値 を取
り,特 に有 界 で あ る.一 方任 意 のx∈@1,00)に 対 し,-1〈 器 〈0が 成 立 す る.従 って,あ る十
分 大 きなx残 りを2∈[Xl,○)が存 在 し,任 意 のx∈[x2,00)に対 し(n-1)x+(m-1)g(x)窪@)>0
が 成 立 す る.こ の と き,任 意Ox∈[x、,・c)に 対 し,髪 蓑 ω 〈0が 成 立 す る.[x、,・)に お い て








を得る.し か し 窪@2)<0な ので,xを 十分大 きく取ればq(x)〈0とな り,幹が正値であるこ
とに矛盾す る.口
dψ
命 題4.3.3.あ る 鞠 ∈[Xo,Xv)が存 在 し(Xp)=0が 成 立 す る.
砒
Proof.背理法 で証 明す る.命 題4.3.2より解 の右 に極 大 な定義域[Xo,Xv)は有 限 区間で ある.任
dqdg
意のx∈[Co,CUv)に対 し@)>0が 成 立す る と仮定 す る.@)は 有界 であ り,微 分方程 式の
dxdx
形 によ り狭義単調減 少関数で あるこ とが分か る.従 って
・≦無1塞@)≦"・ 〈・
が存在す る.従 って 〃=ψ@)は 有界 な狭義単調増加関数 にな り,極 限値
limψ≧yo
m→Xv
が存 在 す る.命 題4.2.1よりあ る δ>0が 存 在 し,解 は[Xo,Xv+δ)まで延 長 で き る.従 って
[XO,Xv)が極大 な定義域 であ ることに矛盾す る.口
従 って また今証 明 した内容 と微分方程 式の延 長の方法 を組合 わせ る ことによ り次 を得 る
命 題4.3.4.limy→mv_oq(x)=O
ProOf.実数 α1,α2,bl,b2を0〈α1〈xo〈xv<α2,0<bl<q(xi)〈b2を 満 た す よ う任 意 に と
る.有 界 凸 閉領 域0を0=[α1,α2]×[bl,b2]×[-2,2]と定 義 す る.解 曲Wtq(x)はCの 境 界 まで
延 長 で き る が,
1命 題4.3.3よ り,あ るu1∈[Xo,Xv)で ψ は 最 大 値 を 取 り@1,Xv)で 狭 義 単 調 減 少 関 数 で
あ る
2解 の定 義 域 はx=α2ま で は延 長 で き な い.
従 って あ る 働 ∈@1,Xv)が 存 在 し,任 意 のX∈@1,CUv)に 対 し,g(C)<α1が 成 立 す る.α1は 任
意 な の でinf{g(u)lx∈@1,Uv)}=0が 成 立 す る.gは@1,CUv)に お い て有 界 な 狭 義 単 調 減 少 関
数 な の で 結 論 を得 る.口
4.3.2-1〈Vo≦0の とき
0<Vo<1の 場合 と類似 の結果 が成立す る.証 明方法 も類似 してい るため省 略す る.
命 題4.3.5.(Xo,Xv)に属 す任 意 のxに 対 し,器@)<0が 成 立 し,特 に ψ は(Xo,Xv)にお い て
狭義単調減少関数である.
命 題4.3.6.cuo>0,yo>0,-1<vo≦0と とす る.こ の と き,(uo,yo,vo)を初 期 値 に 持 つ 常 微
分 方 程 式(6)の 解 は 完 備 で は な い.
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4.4右 端 点 の 傾 き
次 に,CUvにおけ る解y=q(x)の 傾 きを求め る.傾 きは初期値 の取 り方 によ らず 一1に収束 す る
ことを証 明す る ことが この節の主 目的 である.
定理4.4.1.
d(ρ(
u)は存 在 し,そ の値 は 一1に なる.lim
x→Xv-0(1の
ProOf.Step1(極限の存在証明)
前節 に おい て,解 の 右 に極 大 な定 義 域 は有 限 で あ る こ と.そ して,あ る 銑 が存 在 し,任 意 の
x∈(Xl,Xv)に対 し,ψ(x)が狭 義単調減 少関数 とな るこ とを証明 した.従 ってXvに お けるg(x)
の傾 きを求め るにおいて,Vo<0を 満たす と仮 定 して一般 性 を失 わない.こ の とき@o,Xv)にお
いてg(cu)は狭義単調減少 関数 であ る.特 にlimx→xv_og(c)=0なので,あ るc、∈(Uo,Cv)が存
在 し,任 意 の ∬∈@。,鞠)に 対 し,
_(n-1)x〈_1
(m-1)ψ(u)
が成 立 す る.つ ま り任 意 のxE(x.,Xv)に対 し 券 くoが 成 立 し,こ の区F・Ellこおい て 窪 ω
は狭 義 単 調 減 少 関数 にな る.こ の 区間 にお い て 篶(勾 は下 に有 界 な 狭 義単 調 減 少 関数 なの で
limx→x一〇{窪@)が存在 し,そ の値 はinf{窪(x)lx∈@、,xv)}(≧-1)にな る.
Step2(傾きが端点 で 一1に な ること)
背理法)-1〈lim・一・v-・窪@)-inf儒(小 ∈(x・Xv)}<・と仮定 し・Kを ・
-K一 謙
。5/(x)-inf儒(x)・・∈(蜘}
と定 義 す る.@。,賜)に お い て グ ラ フ は 上 に 凸 な の で
一K<q(x)<q(x・)x∈(x 。,Xv)
瓢 一 ∬"瓢*一 ∬"
が成 立す る.そ して(∬*ラ∬")において 窪(勾 が狭義単調 減少 関数 で あ り,グ ラフが上に 凸で あ る
ことか ら,任 意 の@。,賜)に 対 し,
9(x)<-K(x-Xv)(8)
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が成立す る.不 等 式の右 辺 につい て更 に解析 す る.@。,賜)を 定義域 に持 つ関数 σ を
G@)一 一(n-1)k+(n-1)賜 デ 鞍
と定 義 す る.Gは 狭 義 単 調 減 少 関 数 でG(Xv)=一 筆1〈0が 成 立 す る.従 っ て,あ るx**∈
[x、,Xv)及び 定 数.4。.>0が 存 在 し,任 意 のx∈@。 、,Xv)に対 し,
G(u)一(一(n-1)k+(m-1){E!'f-{EXK)<-A・・<・
が 成 立 す る.任 意 のx∈(x。,Xv)に 対 し,-1〈-K〈 霧 く0が 成 立 す るの で,任 意 の
釦 ∈@**,賜)に 対 し,
lllXq2(x)(x.-x)<-A・・(・一伽 り く・
窄@)い)<-A.。(1-K・)<・
が成立する.叢鋼 く 禦 語2)として両辺を積分すると,臆 呪 ∈@。.圃 に対 し,
1/(X)<A・・1 9憺 乱)+窪(　 )
が成立す る.xがXvに 十分近い とき右 辺は 一1よ り小 さ くな るので矛盾が生 じる.従 って




5解 の 左 側 の 延 長 に 関 し て
初期値 をv=(Xo,yo,Vo)と定 義す る.こ の初期値 による初期値 問題(5)の解 をq(x)で表 し,左






の 解 で あ る.ま た,パ ラ メ ー タ変 換 を行 っ た と き の解 曲 線 を ψ で表 す.そ して こ の解 曲 線 の極 大
な 定 義 域 を(0,ILω)(ただ し 砺 ≦[Voであ る.)で 表 す.CUo-7Lω=x_vで あ る.
5.1基 本 的 な 結 果 に つ い て
この小節 では基本 的な結果 につ いて説 明す る.以 降で これ らを用 い ることによって分類 が簡 略化
で きる.
命題5.1.1.任意 のv=@o,yo,Vo)に対 し,初 期値 問題(5)の解 をg(x)と定義 す る.こ の とき,
dψ
(Up)=0が成立す るな らば,g(c)は働 で最大値 を とり,任 意のあ る 働 ∈(u_v,Co]が存在 し dx
d29dg
@)〈0が 成 立 す る.(cu_"縄o]に対 し,(c)>0カ〉つdx2dx
Proof.パラ メー タ変 換 を行 い,ILp=XO一 働 と定 義 す る.微 分 方程 式(9)の形 か ら,任 意 の
u∈(O,ZLw)に対 し,
dψ(④
=0⇔ ψはuで 極大値 を とる
du
が成 立 す る.従 って 働 で極 大値 を と り,か つ極 大値 は 怖 に限 る.従 って ψ は 働 で最 大値 を
とる.更 に この 同値性 よ りψ は(ILp,ILw)にお いて極小値 を持 たず,任 意 のu∈(0,uω)に対 し,
dψ(







が成立 し,ψ は上に凸で ある.口
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命 題5.1.2.初 期 値v=(Xo,yo,Vo)が方程 式
(n-1)Xo+(m-1)yoVo(1一晴)=0
を満 た す とき,解q(x)は@_v,Xo)に おい て 上 に 凸 な グ ラ フ にな る.特 に,x_v=0が 成 立 す る.
Proof.パラ メー タ変 換 を行 い,初 期 値 問 題(9)で 考 え る.ψ(U)=p(XO-U)で あ る.仮 定 よ り,
d2ψ 一12





と定 義 す る と,次 が 成 立 す る.
注 意5.1.3.
畑 が正であるための必要+分 条帽 ま,窄(賜)が負である・
畑 が負であるための必要+分 条帽 ま,窄(賜)が正である・
f(・L)が・であるための必要+分 鴛 ま,窄(u)が・である・
d2ψ











よ り 嘉(0)<0で あ る.従 って この関数 は0の 近傍 で負 の値 を とる.こ こか ら,任意のu∈[0,uω)

























































が 成 立 す る.以 上 よ り,任 意 のu∈(O,ZLw)に対 し,
1諺一誌@)(@-1)一(m-1)th(ze)瓢1一劇 〉・
が成立 し,解 ψ(u)は常 に下に凸 になる.従 って解q(x)は下 に凸 にな る.ψ(x)が下 に凸になる こ
dψとと
,解 の延長 に関す る議論,そ して@)〈1で ある ことか ら,g(x)は(0,Xo)まで延長 で き砒る.口
5.2初 期 値 の 取 り方 に よ る 解 の 端 点 の 違 い に 関 す る 考 察
現在の微分方程 式の初期値 と して選 べる点全体の集合
Io:=(0,㏄)×(0,㏄)×(-1つ1)⊂(0,㏄)×(0,㏄)×(-1つ1)
を以下の二 つに直和 分割す る.
Il={(Xo,yo,VO)=V∈IOlある 鞠 が存在 し,9v(Xp)=鞠を満 たす.}
12={(Xo,yo,VO)=V∈IOl解が定 義 され る任意のXに 対 し,Pv(X)<Xが成 立す る.}
6Jlに 関 す る 考 察




命 題6.1.1.Ilに属 す る任 意 の(Xo,yo,Vo)=vに対 し,そ の 初 期 値 問題(5)の 解(ρ の左 側 の極 大
な 定 義 域 は[0,Xo)であ る.
ProOf.仮定 よ り,あ る 働 が存 在 して 幹@p)=働 が 成 立 す る.0<r<働 を任 意 に とる.有 界 凸
閉 領 域DをD={(x,y、,Y2)∈(0,00)×(0,㏄)×[-2,2]lr≦c≦ 働,-c≦y≦x一 働}と 定
義 す る.第 一節 の 解 の 延 長 の 議 論 と,p(x)が 一x<g(x)〈x一 賜+ψ(働)を 満 た す こ と,Dで
のLipschitz連続 性 か ら解 はx=rま で 延 長 出来 る.r>0は 任 意 な ので,極 大 な 定 義 域 は(0,xo)
で あ る.口
補 題6.1.2.任 意 の@o,yo,Vo)∈Ilに対 し,初 期値 問 題(5)の 解 を ψ(x)とす る.こ の とき,あ る
定 数 五>0が 存 在 し,任 意 のx∈(0,Xo)に 対 し,q(x)〉 五 が 成 立 す る.特 にK=号 に対 し,あ
る 鞠 ∈(0,CUo)が存 在 し,任 意 のx∈(0,CUq)に対 し,
x十K〈 ψ(x)(11)
が 成 立 す る.
ProOf.仮定 よ り,あ るXp∈(0,Uo)が存 在 し,q(Xp)=Xpが 成 立 す る.こ の と き 五 を
L-min{2/(x)1　国}







が成立 す る・以上 よ り五 一2(1一 砂 ・と定 義すれ ば良 い・次 にK-iと お く・上の証 明 よ り,
任軌 ∈鰐]に 対し・
五
ψ@)〉 針 五 〉 ρ@)〉 針 百





初期値 の集合Ilを 直和分割す る.
42
6.1.111の直 和 分 解
Ilを次 の集 合 で 直 和 分 解 す る.集 合Jl,」2,」3を
」・一{(x・,Y・,v・)∈・・ あるx・∈(・,x・)が存在 し・t/(u・)一・が成立す る・}
」2-{(x・Y・,v・)∈・・ 一 ∈(・・x・)に対 し,1/(x)〈・が成 立す る・}
」3-{(x・,Y・,v・)∈・ 任意 のx∈ 圓 に対 し,2/(x)〉・が成 立す る・}
と定義 す る.本 研究 はまず左 の端点 の解析 が 目的なので,xを0に 十分 近づ ける ことと命題5.1.1






が成立す るため,上 に凸な グラフになる.
6.1.2別の集合 によ る初期値の 直和分解







任鰍 ∈個 に対 し・窄 ゆ ・が成立する・}
任意の 　 (呵 に対 し・窄@)<・ が成立する・}
と定義す る.本 研 究は まず左の端点 の解析 が 目的なので,xはXoに 十分近づ けるこ とと命題5.1.2
を用 いるこ とで,K2及 びK3の みを考 えれば十分で ある.
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6.2」2,」3及 びK2,K3に よ る 端 点 の 挙 動 の 大 ま か な 分 類
上記の 」2,」3及びK2,K3に よって以下のパ ター ンに初期値 を分類す るこ とが可能 とな る.
d2ψd(ρ@)
〈0及 び(x)>0が 成立す る.Case1任意 のx∈(0,Xo)に対 し,d
x2dx
d2ψdg
@)<0及 びCase2任意 のx∈(0,CUo)に対 し,(u)〈0が成 立 す る.dx2dx
d2ψdg
@)>0及 びCase3任意 のx∈(0,CUo)に対 し,(u)<0が成 立 す る.du2du
従 って全 てのCaseにおいて,q及 び一階導関数gのx=0に お ける極 限値 が存在 す る.
定理6.2.1.各Caseの解 にパ ラメータ変換u=Co-xを 行 う.こ の とき,解 ψ(IL)=幹@o-ZL)
に対 し次 が成立 す る.
dψdψ(の が存在す る
.は常 に1よ り小 さい狭義単調増加 関数 なのでCase1の場合,limd
ZLu→Xo-OdlL
dψdψ(の が存在す る
.は常 に0よ り大 きい狭義単調減少 関数 なのでCase2の場合,limd
uu→Xo-0(加
dψdψ(
u)が存在す る.Case3の場合, は常 に 一1より大 きい狭 義単調減少関数 なのでlimd
uu→mo-0(加
6.3一 回 導 関 数 が い か な る 値 に 収 束 す る か
前 の小 節で は,Ilに 属す初期 値 を どの よ うに選 んで も極 限値 が存在 す る ことを確認 した.こ の
小節 で は極 限値 を求め てい く.証 明 に よ り,極 限値 の値 は三 パ ター ン しか存 在 しな い ことが得 ら
れ る.
命題6.3.1.任意 の(Xo,Yo,Vo)∈Ilに対 し,初 期 値 問題(5)の解 をg(x)とす る.こ の とき,
limx→+o器@)が 負 な らば,limx→+o霧@)=-1が 成 立 す る.
ProOf.まず 補 題6.1.2よ り,あ るK及 びXp∈(0,Xo)が 存 在 し,任 意 のx∈(0,賜)に 対 し,
x+K〈g(x)が 成 立 す る.パ ラ メ ー タ変 換u=Xo-xを 行 い,ψ(ZL)=ψ@o-u)と 定 義 す る.
ψ(U)初期 値 問 題(9)の 解 で あ る.Up=XO一 賜 とす る と,任 意 のU∈(働,XO)に 対 し,不 等 式
0<-u+Xo+K<ψ(u)
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⇒ 一@-1) 〈(n-1) <0
ψ(u)
-u十Xo十K
が成立する・不等式の左辺は・lim・→《 一(n-1)一課 論)一 ・が成立するので以下を満
た す.任 意 の ε>0に 対 し,あ るILq∈(ILp7のO)が存 在 し,任 意 のu∈(陶,Xo)に 対 し,
∬O一 鋭一ε〈 一(n-1)<0(12)
ψ(u)








と定 義 す る.あ るZL1<XO及 び あ る正 数Ll,五2が 存 在 し,任 意 のU∈(IL1,XO)に対 し,-Ll<
霧(u)〈L2が 成 立 す る.更 に,任 意 のu∈(u1,Xo)に 対 し,(m-1)盤 〉(m-1)-Ll>0が 成 立
す る の で,(12)の ε>0を,-L3=(m-1)Ll一 ε>0を 満 た す よ う と る.u2=max{u1,uq}と
定 義 す る と,任 意 のu∈(u2,Xo)に 対 し,




が 成 立 す る.以 上 よ り,任 意 のu∈(u2,Xo)に 対 し,
窪箸(u)(…u)-dr1)(@一・)(姻 一(m-・)ψ(u)瓢・一儒u))り
〉 五3(1一功(>0)
が成立す る.従 って これ を一度積分す る ことに よって
t/(u)〉一五・(1-Ll)1・9(蕩モ銑)+究(u・) (13)
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が成立す る.こ れはuがXoに 十分近 い とき左辺 は常 に1よ り大 き くなるので,任 意 のu∈(0,Xo)
に対 し・ 伽 ∈(-1,・)が成立 す る ことに矛盾 す る・従 ってlim・一・。一・S/(・)-1が成立 し・
dg(
x)=-1が 成 立 す る.□limx→+0伽
同様の計算 に よって次の主張が成立 する.
命 題6.3.2.任 意 の@o,yo,Vo)∈Ilに対 し,初 期 値 問 題(5)の 解 をq(x)と す る.こ の と き,
limx→+o{髪@)が正 な らば,limx→+o窪(x)=1が 成 立 す る.







ProOf.パラ メ ー タ変 換u=Xo-xを 行 い,ψ(u)=ψ(u-Xo)と 定 義 す る.[Case1の場 合]一
階 導 関 数 霧(u)が 狭 義 単 調 増 加 関 数 で あ る こ とか らlim,,→x。_o霧(u)>0が 成 立 し,従 っ て
limx→+o{霧@)〈0が 成 立 す る.命 題6.3.1からlimx→+o窪(x)=-1が 成 立 す る.[Case3の
場 合]も 同様.[Case2の 場 合]背 理 法 を 用 い る.Case2に お い てlim,,→x。_o需(zL)>0が成 立
す る と仮 定 す る.命 題6.3.1か らlim,,→x。_o需(ZL)=1が成 立 す る.こ れ は 一 回 導 関 数 需(ZL)
の 狭 義 単 調 減 少 性 の 条 件 に 矛 盾 す る.従 っ てlimu→x。_o{発(ZL)≦0が成 立 す る.一 方 で任 意 の
u∈(O,Uo)に 対 し,需(ZL)>0が 成 立 す る の でliMze→m。_o{霊(④≧0が 成 立 す る.以 上 よ り
limZt→x。_o需(④=0が成 立 し,limx→+o窪@)=0が 成 立 す る.□
6.412に関 す る考 察
次 に,12の元 を初期値 に とった ときの解の左側 の極 限を調 べ る.
補 題6.4.1.任 意 の(Xo,yo,Vo)∈12に対 し,初 期値 問 題(5)の 解 をq(x)と す る.こ の とき,あ る
x、∈ 叫,x。)が 存在 し 窪@、)-0が 成立す る.更 に,任意のx∈ ¢-v,x、)に対 し諾 鋼<0
かつ 窪(x)>0が 成立 する.特 に ψ(x)は(0,Xl)で上 に凸な グラフ とな る.
Proof.初期 値 の傾 きに関 す る場 合分 けで証 明 を行 う.Vo>0の とき,任 意 のx∈@1,00)命
題4・3・1より・あ るx・ ∈(x・Xv)が存 在 し 窪@・)一 ・が成立 す る論 一 ∵oと 定 義 す る
dg
と,g(u)は初期値(痴,g(2㌔),(∬0))を持つ常微 分方程式(5)の解 であ る.従 ってg(c)は,任
砒
意 のc∈[∬0,Uv)に 対 し,命 題5.1.1が成 立 す る.従 っ てg(u)は,任 意 のx∈(cu_v,[v1)に対
し,5/(x)〉 ・か つ 窄@)<・ が成 立す る・v・<・ の とき,任 意 の ・ ∈(x-v,x・)に対 し,
dψ
(x)〈0で あ る と仮 定 す る と,あ る 働 ∈@_v,Xo)に 対 し,q(Xp)=働 とな り,12の 元 で あ砒
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dg
ることに矛盾す る.従 って,あ る 銑 ∈@_",銑)が存在 し,@1)=0が 成立す る.従 って命題砒
5・1・1より,任 軌 ∈(・一。,・)に対 し,2/(x)〉・かつ1裟@)<・ が成立す る・v・〈 ・の と
き,命 題5・1・1より,恥)は,任 鰍 ∈(u-v,・・)に対 し瑠(x)〉 ・かつ 窄@)〈 ・が
成立す る.口
補題6.4.1より初 期値 を どの よ うに とって も,点x_vの 近傍 で はグラ フが上 に凸 にな るこ とが
証明 され た.点x_vの 近傍 にお ける解 ψ を研究す るにあた り,以 後任 意のx∈@_v,Xo]に対 し,
dψ
@)>0が 成立すると仮定 して一般 性 を失わない.砒




は存 在 し,そ の値 は1に な る.
x_v≠0の 場 合 の み を証 明す る,x_v=の 場 合 も 同様 で あ る た め 証 明 は省 略 す る.
ProOf.パラ メー タ変 換U=[VO-Xを 行 い,ψ(IL)=q(XO一④ と定 義 し,ZLω=[VO-X_vと 定 義
dψす る
.任 意 のu∈(0,uω)に 対 し,(u)〈0が 成 立 す る と仮 定 して 一 般 性 を 失 わ な い.こ の と
d7L













を満 たす こ とを背理 法で証明す る.ま ず,ψ(u)=幹@o-u)に 対 し,(0,ZLω)においてグ ラフが凸









と定義する・関数の臓 単調減少性か らinf{瓢 ∈い ω)}一一αが成立する・い ω)に











⇒ 一@-1) 〈 一
ψ(u)-0α











⇒1>1一 蔚>1一 α・〉 ・
⇒ 一∵<一 ∵(1一 劇 く一(n-1)£'一α2)<・









が成立す る.こ れを一回積分 し,任 意 のu∈(ZL1,7Lω)に対 し,不 等式
1/(u)〈(n-1)£一α2)1・9(詣三鴇)+1/(u・)
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が 成 立 し,こ れ はuがuω に 十 分 近 い 時 に 盤(u)<-1と な り 矛 盾 が 生 じ る.従 っ て




本研究 の証 明の中で微 分方程式 の解 の場 合が全て存在す るこ とを証 明 した訳で はない ことに注意
す る.例 えば本研究 の証 明でCase1,Case2と証明 を分割 したが,ま だ実際 に解の端点 が[Vo<ILω
や 掬=賜 ω で ある解 ψ(のの存 在 は確認 していない.従 って本研究の証明 は,存 在 を仮定 した上で
その解 の特徴 について説明 して いる.こ れでIl,12に関す る考察 が終 了し,従 って任意 の初期値 に
関す る考察 が終 了 した ことになる.以 上 よ り常微分方程式 の解 の端 点についての特徴 がす べて導出
で きたこ とになる.従 って両端点 に関する分類 が以下の よ うに決定 で きた ことになる
定理6.4.3.常微 分方程式(5)の解 をy=ψ@)と し,そ の極大 な定義域 を(α,β)と置 く.こ の と






。2/(x)一・ かつ謬 嬬@)一 一1
Patt・・n3錨1塞@)一 ・ かつ諄 講@)一 一1
従って以下の幾何学的な結果を得る.
定理6.4.4.常 微分 方程 式(5)には必ず グ ラフにな るが完備 な解 は存在 しない.従 って対応 す
る非退化 なSO(p,m-p)×SO(q,n-q)一不変極小超 曲面 は必ず埋 め込み にな るが完備 なものは存
在 しない.
定理6.4.5.SO(p,m-p)×SO(q,n-q)一不変極小超 曲面 は埋 め込 み にな り,そ の特異点集 合 は




Type4Q置f1×Q塗二1が一点集合 になる部分 とQ鉱■ が一点集合 になる部分が1箇 所ずつ存在
す る.
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7CMC超 曲 面 に 関 す る 結 果
7.1CMC超 曲 面 の 存 在 証 明
前 節 で は!が 極 小 に な る ときの 微 分 方 程 式 を解 析 した.本 節 は!がCMC超 曲 面 にな る
ty(s)=(u(s),y(s))が存在 す るこ とを証 明する.
定理7.1.1.恢5)=(sinhs,coshs)は常微 分方程 式
m+≒ 一 、@-Yttx・ 一(m-1)%'一(n-1)の 一 一1
の 解 で あ る.従 っ てSO(p,m-p)×SO(q,n-q)一 不 変CMC超 曲 面 が 存 在 す る.








本結果によ り解析解が得 られたことは注 目に値する.本 研究の存在証 によ り,はめ込み!が
CMC超 曲面 となるときの分類が動機付 けられる.
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8二 重 調 和 超 曲 面 に な る た め の 必 要 十 分 条 件 の 導 出
8.1二 重 調 和 写像 の 必 要 十 分 条 件 の 導 出
定義8.1.1.擬リーマン多様体間のはめ込み 幹:(ル勾m,9)→(N3,h)が調和部分多様体であると
は,そのtension場 　
7(q)-trg△ゆ 一 Σ ・1(▽訂TNdg(e・)-dg(▽ZMei))(・4)
i=1
が恒等的 に消 えてい ることで ある.
定義8.1.2.擬リーマ ン多様体 問のはめ込 みg:(M,m,g)→(N3,h)が二重調和部分多様体 であ る
とは,そ のbitension場
　
72(ψ)一Σ ・・((▽網 ▽晒 一螺 硯)7(ψ)-RN(姻,7(ψ))dq(・・))(・5)
i=1
が恒等 的に消 えてい るこ とであ る.ま たbitension場の接 方向が常 に0で ある とき,Mはbicon-
servative部分多様体 であ るとい う.
定義8.1.3.極小で ないbiconservative部分多様体 をproperbiconservative部分多様体 とい う.
命題8.1.4(Y.Dong,Y.-LOu2017[4]).幹:M鮒一1→R郷 が等 長 はめ込 みであ る とし,平
均曲率 ベク トル場 がH=kN,Nは 単位 法ベ ク トル場,k∈000(M)と しE=g(N,N)=±1と




!・1× 畷f1×q:,F'→R郷 ×R3,(ち 姻 ト〉@(t)L・(U),y(t)L2(V))
が非 退 化 な擬計 量 を持 つ はめ込 み とな る範 囲に おい て平 均 曲率 を導 出 した.r=1の 場合 につ
い て は,2016年にS.Montaldo,C.Oniciuc及びA.Ratto[6]によって計算 が行 わ れ てお り,
0(m)×O(n)一不変biconservative超曲面で完備 なもの は存在 しない こと,そ して0(m)×O(n)一
不 変 二重 調 和 超 曲 面 は極 小 超 曲 面 にな る こ とが 証 明 され て い る.本 論 文 は以上 の先 行 研 究 と
anti-isometricが二重調和超 曲面 及びbiconservative超曲面 とい う性質 を保存す る ことを踏 まえ,



















憂(1瓦 個 一(▽劉 ×Qaゴ1のH)(・8)










によ り1×Q貿f1×Q塗 ゴ 上 のク リス トッフェル記号rl.kを用 いて,












が成立す る.以 上 よ り
▽劉f1×Q:,二夢 一÷ 構+脇+縣
が成立する洞 様にして▽1響f1×Q隔恥 クリストッフェル記鴫 を用いて表すと,
▽罪f1×Q暢恥 号 準1療f渦+鰍




































































従 って,bitension場の接方 向が0に な るための微分方程 式は,
(K+(m-1)誓+(n-1)葺)鵬一・
以上 よ り次 を得 る.
定理8.1.5.はめ こみ







H=定 数 と仮定す る と直接 計算 によ りH=0が成立す る.つ ま りMontaldo[6]達の結果 と合 わせ
ると次が成立す る.
定理8.1.6.R郷×R3内 のSO(p,m-p)×SO(q,n-q)一不変 な二重調 和かつCMC超 曲面 は極
小超 曲面 になる.








欄 す る・IEEiei,ilSZ定・D(cur)2-(z/t)2-1より(y/)2-1-(券)2<1が 成立 する・


















を得 る.以 上 よ り,
農 一研 一劇 ガ






9Properbiconservative超 曲 面 の 解 析
9.1Properbiconservative超曲 面 の,傾 き に よ る 分 類
初期値 問題
{ge?9-di((n-・)x+(m-1)醗'V=(XO,yo,VO))(1-(器ゾ)(25)
の 解 を シ=幹@)で 表 し,右 に極 大 な定 義域 を[CUO,CUv)で表 す.
命 題9.1.1.任 意 の α ∈Rに 対 し,
〃=士 ∬十 α
は(24)の解 で あ る.




が成立す る.特 に次 が成立す る.
系9.1.3.常微分方程式(25)の解 が存在 す る範囲 において,対 応す るSO(p,m-p)×SO(q,n-q)
不 変超 曲面 に誘 導 され る計 量 は非 退 化 で あ る.従 って,解 に対 して対 応 す るSO(p,m-p)×
SO(q,n-q)不変biconservative超曲面 が存在 する.
9.2-1<Vo〈0の と き
命 題9.2.1.あ る 鞠 ∈[Xo,Xv)が存 在 し,
dψ
(Xp)=0砒




が成立す るので,〃=ρ@)は 働 で極小値 をとる.背 理法 で証 明す る.集 合
x-{uE(軸):/(x)一・}
が空で ない と仮定 する.Xは 閉集 合なので,
Xq=minX
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が成 立 す るので,y=q(x)は 鞠 で極小 値 を とる.し たが って,あ る δ>0が 存在 し,任 意 の
x∈(鞠 一 δ,Xq)に対 し,
dq
@)〈Odx




が成立す るこ とか ら,任 意の ∬∈[Xp,Xv)に対 し,
0≦1塞@)<1
が 成 立 し,Xv=Ooが 成 立 す る.口
命 題9.2.2.任 意 の 正 数Xo,yoに 対 し,初 期 値 問題 の 解y=g(x)の 右 に極 大 な 定 義 域 は[Xo,㏄)
で あ る.




が成立す る.特 に任 意の ∬∈[のO,∬v)に対 し,
ψ@)〈 一の十 賜




が 成 立 す る.ま た任 意 の 釦 ∈[XO,Xv)に対 し,
幹@)≦yo
が 成 立 す る.以 上 よ り,あ る 働 ∈[XO,Xv)が存 在 し,
(n-1)Xp-(m-1)ψ(Xp)>0
が 成 立 す る.
(n-1)Xp-(m-1)9(Xp)=Lp
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が 成 立 し,任 意 のx∈[Xpラ∬v)に対 し,
1該@)〉(浩)一(壽 。)
両辺 をx∈(Up,Xv)において一度積 分 し,
2/(X)〉-K・1・9(慧)+窪(…)
が成立す る・従 って 繭 。に+分 近v・とき・1/(x)〉・とな り矛盾 ・ 口
命 題9.2.3.任 意 の 正 数Xo,yoに 対 し,初 期 値 問 題 の 解 をy=ψ(x)で 表 す.こ の と き,あ る
鰯 ∈[Xo,㏄)が存 在 し,y=q(x)はXpで 極 小値 を と る.
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とお く.任 意 の 瓢 ∈[[Vg,()○)に対 し,
(n-1)x+(m-1)ゆ 傷(x)≧L,















釦が十分大 きい とき,(u)>0と な り矛盾.従 って ある 働 ∈が存 在 し,伽
1/(x。)-0
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が成立す る.ま た微 分方程式の形 か ら,
1該@。)一宥(Xp)-1〉・
が 成 立 す る の で,〃=ψ(勾 は 働 で 極 小 値 を と る.口
命 題9.2.1～命 題9.2.3より次 を得 る.
命 題9.2.4.任 意 の 正 数 ∬o,yoに対 し,初 期 値 問題v=(Uo,Yo,Zo)の角物=g(u)は,そ の極 大 な
定 義 域 が[UO,○)であ り,影=ψ@)は あ る 働 ∈[鞠,㏄)で 唯 一 つ の極 小 値 を と り,[働,㏄)で 狭
義 単 調 増 加 関数 で あ る.
9.3Vo≧0の と き
命題9.3.1.任意 の正数Co,yoに対 し,初 期値問題y=q(x)の 右 に極 大な定義域 は[[Vo,㏄)であ
り,y=g(x)は(Xo,○○)で狭義単調増加 関数 であ る.
ProOf.微分方程式の形 よ り以 下の必要十分条件 が成 立す る.
dψ@
p)=0が 成立す るシ=ψ@)は 働 ∈[晦,㏄)で極 小値 を取 る ⇔ 賜 ∈[掬,○)においてdx
これ を用 いて,命 題9.2.1と同様 に証明が行 える.□
9.4-1<Vo<1全 体 に つ い て
定理9.4.1.任意 の正twcuo,yoに対 し,初 期値 問題y=q(x)の 右 に極 大 な定義域 は[CUo,㏄)で
あ り,
1Vo<0の とき,あ る 鞠 ∈(Xo,○○)が唯一 つ存 在 し,解y=g(x)は 働 で極 小値 を と り,
@p,㏄)で狭 義単 調増加関数で ある.
2Vo≧0の とき,角物=q(x)は(Xo,㏄)で狭義単調増加 関数 にな る.
極小超 曲面 の解 は左右 に解の定義域 が有界 であ るため,特 に次 が成 立す る.
定理9.4.2.SO(p,m-p)×SO(q,n-q)不変超 曲面 において,極 小でな はない がbiconservative




の 解 に対 応 す る超 曲 面 は,二 重 調 和 かCMCかproperbiconservativeのいず れ か に な る.
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